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Espaces vectoriels

Exercice 1.  Les espaces suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels 7 (discuter suivant les valeurs
des paramétres a,b € R);

1. Dans R? :
Er={(z,y) eR* |z —y > 1}; By={(z,y) € R* |z —y > 0};
Ez={(z,y) € R? | 22 — 4% = 0}; Ey={x(1,2) + y(—2,-4) | z,y € R};
Es={x(1,2) + y?(-1,3) | 7,y € R}; E¢={sinz(1,2) + y(-2,1) | z,y € R} .
2. Dans R3 :
E1={(z,y,2) € R? |sinz =z +y}; By={(x,y,2) € R® |32 — Ty = z};
Es={(z,y,2) € R® | z(2® + y?) = 0}; Ei={(z,y,2) €ER3 |z +y+a=ux+3bz=0};
Es5—{x(1,2,0) + y(1,3,2) | z,y € R}; Ee={x(1,2,0) + y(—2,—4,1) + (1,3,2) | z,y € R};
Er={z(1,2,0) + y(—2,—4,1) + 2(1,3,2) | z,y,2 € R}.
3. Dans R :

n n
Ei={(z1,x9,...,2y) ER" | >  xr =a}; Ey={(z1,22,...,2n) ER" | > a2 =0};
k=1 k=1

Es={z(a,...,a)+ (b,...,b) | z € R};

Exercice 2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R™. Montrer que F'UG est un sous-espace
vectoriel de R™ (si et) seulement si F' C G ou G C F.

Exercice 3. Soient u = (1,2,3,4) et v = (1,—2,3, —4). Déterminer 'ensemble des couples (z,y) € R?
tels que (x,1,y,1) € Vect(u,v). Méme question pour les couples tels que (z,1,1,y) € Vect(u,v).

Exercice 4. Soit a un paramétre réel. Déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes (on
discutera éventuellement en fonction de a) :

F=((1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,0,1,1).) C R*;
Fy=Vect((1,1,0,1),(1,-1,1,0),(2,0,1,1),(0,2,—-1,1)) C R*;
Fs=Vect((1,2,2,1),(1,-1,1,-1),(2,1,1,2),(0,a, —a,a)) C R*;

Exercice 5. Pour quelles valeurs de a € R la famille de vecteurs ((a, 1,2,2),(0,a,1,1),(1,0,a, 1))
de vecteurs de R* est-elle libre ?

Exercice 6. On considére les vecteurs de R? :
Vo = (0,0), v = (1, 1), Vo = (1, —1), V3 = (—3, —3), Vg = (3,4);
et les familles de vecteurs :
Fi = (Uo), Fo = (Ug,vg), F3 = (Ul), Fu= (1)1,1)2), F5 = (Ul,vg) et Fg= (1}1,1}2,2}4).

Pour k de 1 & 6, dire si la famille Fj, est libre, si elle est génératrice de R?, et si c’est une base de R2.

Exercice 7.

1. Montrer que les vecteurs u; = (1,2) et up = (1, —2) forment une base de R?. Pour tout vecteur
v = (x,9) de R?, donner (en fonction de z et y) les coordonnées de v dans cette base.



2. Montrer que les vecteurs u; = (1,—1,1) , ug = (1,1,—1) et (1,0, —1) forment une base de R3.
Pour tout vecteur v = (z,y, 2) de R3, donner (en fonction de z, y et z) les coordonnées de v dans
cette base.

Exercice 8.  Dans R*, on considére les vecteurs u = (1,0,0,0), v = (1,2,0,0), w = (1,2,3,0) et
z=(1,2,3,4).

1. Montrer que B = (u,v,w, ) est une base de R*.
2. Donner les coordonnées du vecteur (1, —1,1, —1) dans la base B.
3. Reprendre l'exercice avec v = (1,1,0,0), v = (1,1,1,0), w = (1,0,0,1) et x = (0,0, 1, 1).

Exercice 9. Soient
up =(0,1,2), wy=(-1,4,6), wusz=(-2,9,14) et wug=(0,0,—-2).

1. La famille (u1,ug,u3) est-elle libre ? Est-elle génératrice de R3 ?

2. Montrer que B = (u1, uz, us) est une base de R3.

3. Déterminer les coordonnées du vecteur u = (x,y, z) dans la base B.
4

. La famille (ug,us,us, us) est-elle libre ? Est-elle génératrice de R3 ?

Exercice 10.

1. Déterminer des équations cartésiennes et une base des sous-espaces vectoriels suivants :
Ey=Vect((1,3,-1)) C R?; Ey=Vect((1,2,3),(1,1,1),(2,5,8)) C R?;
E3=Vect((1,0,1,0),(2,1,3,1),(1,1,2,1)) c R%

2. Donner des bases des espaces vectoriels :

Ei~{(z,y) € R? |y = x}; Ey~{(2,y,2) €ER® | x =2y — 2};
E3:{(:Uayaz) € R3 | $+2y732 = 0}5 E4:{(l',y,2) € R3 | r—Yy—z= x+2y—3z = 0}

Exercice 11. Dans R*, soient U = Vect(a, b,c) et V = Vect(d, e), ou
a=(1,234), b=(1,1,1,3), c=(2,1,1,1), d=(-1,0,-1,2) et e=(2,3,0,1).

1. Aton U+ V =R*?et UV =R*?
2. Déterminer U N'V.

Exercice 12. Soient F' = {(z,2z,z),z € R} et G = {(=,y, 2) € R3nx + 2y + z = 0}. Montrer que F
et G sont supplémentaires dans R3.

Exercice 13. Soient v; = (1,0,0,1),v2 = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),v4 = (0,0,0,1) et vs = (0,1,0,1).

1. Pour chacune des paires suivantes, déterminer si les deux sous-espaces sont supplémentaires
dans R* :

(a) Vect(v1,v2) et Vect(vs) ; (b) Vect(vy,v2) et Vect(vg,vs);
(¢) Vect(vy,v3,v4) et Vect(ve,v5); (d) Vect(vy,vs) et Vect(vs, vs).

2. Déterminer un supplémentaire de Vect(vy, vy, v3)

Exercice 14. Soient v; = (0,1,—-2,1), vo = (1,0,2,—-1), v3 = (3,2,2,—1), v4 = (0,0,1,0) et
vs = (0,0,0,1). Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Vect(v1, v, v3) = Vect((1,1,0,0),(—1,1,—4,2)).
(1,1,0,0) € Vect(vy, v2) N Vect(ve, vs, v4).

dim (Vect(v1,v9) N Vect(ve, v3,v4)) = 1.

Vect (v, ve) + Vect(ve, v3,v4) = R%.

—_

Ok N

Vect(vy,v5) est un supplémentaire de Vect(vy, ve, v3) dans R%.



